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2Near-threshold exotic hadrons
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LHCb Collaboration, Nature Phys. 18 (2022) no.7, 751-754;

LHCb Collaboration, Nat. Commun. 13 3351 (2022).

Tcc → D0D0
π

+ (ccūd̄)

S. K. Choi et al. (Belle), Phys. Rev. Lett. 91, 262001 (2003). 

X(3872) → π
+
π

−J/ψ

- internal structure?

exotic hadron
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wavefunction

|Ψ⟩ = X |composite⟩ + 1 − X |non composite⟩

q
q

q

q
q

q

compositeness elementarity

n

p

Compositeness 3

※ 0 ≤ X ≤ 1   composite dominantX > 0.5 ⇔

T. Hyodo, Int. J. Mod. Phys. A 28, 1330045 (2013).

  elementary dominantX < 0.5 ⇔

◉ definition

- quantitative analysis of internal structure

nuclei & atomic systems T. Kinugawa, T. Hyodo, Phys. Rev. C 106, 015205 (2022) etc.

, f0(980) a0(980)

Λ(1405)

Y. Kamiya and T. Hyodo, PTEP 2017, Phys. Rev. C 93, 035203 (2016);

T. Sekihara, S. Kumano, Phys. Rev. D 92, 034010 (2015) etc.

T. Sekihara, T. Hyodo, Phys. Rev. C 87, 045202 (2013) ;

Z.H. Guo, J.A. Oller, Phys. Rev. D 93, 096001 (2016) etc.

deuteron is not an elementary particle S. Weinberg, Phys. Rev. 137, 672–678 (1965).

S. Weinberg, Phys. Rev. 137, 672–678 (1965);



4Near-threshold states
◉ near-threshold states with short range interaction

n

p

 threshold

energy

bound states

 composite

resonances

 non-composite

- near-threshold bound states

- at threshold ( )E = 0

completely composite ( )X = 1

 low-energy universality ∵ |as | → ∞

 ( , but small negative)E ≠ 0

composite dominant ( )X ∼ 1

- near-threshold resonances

 ( , but small positive)E ≠ 0

non-composite dominant ( ), ∼ 0

T. Hyodo, Phys. Rev. C 90, 055208 (2014) .

C. Hanhart, J. R. Pelaez, and G. Rios, Phys. Lett. B 739, 375 (2014);

T. Kinugawa and T. Hyodo Phys. Rev. C 109 , 045205 (2024).

T. Kinugawa and T. Hyodo, arXiv:2403.12635 [hep-ph].

Hyodo-san’s talk



5Coulomb + short range systems

α

α

- Be nuclei8

resonance (w/ Coulomb)

-   (HAL QCD)Ωccc Ωccc

2α

E

J. Hiura, and R. Tamagaki, Prog. Theor. Phys. Suppl. No. 52, 25 (1972).

bound (w/o Coulomb)

6提案課題
・複合性という共通言語によるクラスター構造の理解

・階層を跨いで応用可能

原子核： 、 の 状態

ハドロン： 、

原子： 中間子原子、 原子

・モデル計算への指針

普遍的性質の解明 モデル計算にはない強み

・少数多体系の内部構造の定量的な解析
体以上の複合性の計算方法の確立

◉少数多体系物理への貢献の可能性

◉特色

Y. Lyu, H.Tong, et al. [HAL QCD Coll.], 

共鳴と複合性の関連 氏、遠藤氏、兵藤氏と共同研究中

エキゾチックハドロンの内部構造解明

内部構造が未知の状態 クラスター的モデル その他？

Y. Lyu, H.Tong, et al. [HAL QCD Coll.], Phys. Rev. Lett. 127 (2021) 072003.

resonance (w/ Coulomb)

bound (w/o Coulomb)

Ωccc

Ωccc

E. Hiyama, M. Isaka, T. Doi, and T. Hatsuda, 

Phys. Rev. C 106, 064318 (2022).-  : Coulomb assisted bound state ?Ξ−
α

 Coulomb is important for near-threshold states!



6Coulomb + short range systems
◉ Coulomb + short range interaction

- we cannot expand scattering amplitude  in terms of f(k) k2

1

f(k)
= −

1

as.r.

+
rs.r.

2
k2 + /(k4) − ik

 different from short range interaction

 threshold

energy

bound states

resonances

◉ nature of near-threshold state with Coulomb + short range interaction?

αα ???

R. Higa, H.-W. Hammer, and U. van Kolck, 

Nuclear Physics A 809, 171 (2008).  

S. Mochizuki, and Y. Nishida, arXiv:2408.06011 [nucl-th]. 

C. H. Schmickler, H.-W. Hammer, and A.G. Volosniev, 

Physics Letters B 798, 135016 (2019).  

W. Domcke, Atom. Mol. Phys. 16, 359 (1983).  

H. A. Bethe, Phys. Rev. 76, 38-50 (1949).

R. Oppenheim Berger and Larry Spruch, Phys. 

Rev. 138, B1106-B1115 (1965).

https://arxiv.org/abs/2408.06011


7This work

framework : model with Feshbach method

near-threshold bound states & resonances

- Coulomb scattering length, Coulomb effective range, aB

- analyze internal structure with compositeness

with Coulomb + short range interaction

α

α

- bare state which couples to Coulomb scattering 

numerical calculations & discussion

- study universal nature of near-threshold states

- investigate pole trajectory  
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9Coulomb+short range model
◉ Hamiltonian

Ĥ = (
ĤPP ĤPQ

ĤQP ĤQQ
) = (

HPP HPQ

HQP HQQ)

P channelQ channel

 b.s. w/o Coulomb⇔  scattering w/ Coulomb⇔

H. Feshbach, Annals Phys. 19 

287-313 (1962).

W. Domcke, Atom. Mol. Phys. 16 359 (1983).  R. Higa, H.-W. Hammer, and U. van Kolck, 

Nuclear Physics A 809 (2008).  

◉ pole condition

−
1

as

+
re

2
k2 − ik ±

2

aB [log(−iaBk) + ψ (1 +
i

aBk )] = 0

◉ compositeness  X

X = 1 −
1

1 −
d

dE
F(E)

T. Hyodo, Phys. Rev. C 90, 055208 (2014) .

self energy

C. H. Schmickler, H.-W. Hammer, and A.G. Volosniev, Physics Letters B 798 (2019).  

long talk on Sep.12th 

H. A. Bethe, Phys. Rev. 76, 38-50 (1949).



10Coulomb+short range model
◉ short range limit aB → ∞

◉ further low-energy limit re → 0

- zero-range theory S. Mochizuki, and Y. Nishida, arXiv:2408.06011 [nucl-th]. 

iaBk

2
∓ log(−iaBk) + ψ (1 +

i

aBk ) +
aB

2as

= 0

−
1

as

+
re

2
k2 − ik = 0 short range interaction

→ 0

−
1

as

+
re

2
k2 − ik ±

2

aB [log(−iaBk) + ψ (1 +
i

aBk )] = 0

https://arxiv.org/abs/2408.06011


11This work

framework : model with Feshbach method

near-threshold bound states & resonances

- Coulomb scattering length, Coulomb effective range, aB

- analyze internal structure with compositeness

with Coulomb + short range interaction

α

α

- bare state which couples to Coulomb scattering 

numerical calculations & discussion

- study universal nature of near-threshold states

- investigate pole trajectory  

Here we fix Bohr radius  and reduced mass .aB = 1 μ = 1



12Pole trajectory (repulsive Coulomb)
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 k

Re k

1/as = + ∞

1/as = − ∞

◉ pole trajectory in complex momentum  planek

- varying Coulomb scattering length  with fixed  and as re aB

- b.s directory goes 

to resonance
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 s
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te

s

resonance

-  at thresholdas → ∞

- but no universality 

 radius of w.f. ∵ < ∞

cut

 pole position (eigenmomentum) moves

S. Mochizuki, and Y. Nishida, 

arXiv:2408.06011 [nucl-th]. 

Note : virtual states 

exist near Im  

axis

k < 0

https://arxiv.org/abs/2408.06011
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- complex compositeness  , , , 2 3 T. Kinugawa and T. Hyodo,

 arXiv:2403.12635 [hep-ph].

- structure of bound states  resonances ≈  continuous ∵ X

,

2

3

- states with large  are elementary  dominant |1/as | 3

re/aB = − 10 re/aB = − 0.1
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- remnant of short range universality in  case|re | ≪ |aB |

 in  limit in short rangeX → 1 B → 0

Coulomb 

dominant

s. r. 

universal

Compositeness (repulsive Coulomb)



14Pole trajectory (attractive Coulomb)

◉ pole trajectory in complex momentum  planek

- bound  resonance≠

- bound pole

  Coulomb g.s. →

- pole cannot go to k = 0

S. Mochizuki, and Y. Nishida, arXiv:2408.06011 

[nucl-th]. 
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pole trajectories in complex k plane

Im
 k

Re k

1/as = + ∞

1/as = − ∞

1/as = + ∞

1/as = − ∞

b
.s

.

resonancecut

W. Domcke, Atom. Mol. Phys. 16 359 (1983);  

g.s. 

…

C
o

u
lo

m
b

 

b
.s

.

https://arxiv.org/abs/2408.06011


15Compositeness (att. Coulomb b.s.)
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-  : states becomes elementary dominant ( )1/as → + ∞ X → 0

1/a

-50 0 50

X

0.0

0.5

1.0
compositeness

 aB/as

- no short range universality but  in  limit X → 1 B → BCoulomb g.s.

 Coulomb g.s. has no bare state contribution (i.e. )∵ X = 1

Coulomb b.s

 ( )X = 1

bare state

 ( )X = 0

re/aB = − 10

re/aB = − 1

re/aB = − 0.1

- Coulomb < short range ( ) : remnant of universality re = − 0.1

0

1



16Summary

near-threshold bound states & resonances

- pole condition  as, re, aB

with Coulomb + short range interaction

α

α

- bare state which couples to Coulomb scattering 

- attractive Coulomb

- repulsive Coulomb

bound  resonance (does not become virtual states)→

if Coulomb < s.r., remnant of s.r. universality can be seen 

bound  Coulomb g.s. & virtual  resonance→ →

 for bound state X → 1

 is not necessary to be unity at thresholdX

nature of b.s.  nature of resonance ≈



Back up



18Coulomb+short range model

◉ Hamiltonian

Ĥ = (
ĤPP ĤPQ

ĤQP ĤQQ
) = (

HPP HPQ

HQP HQQ)

Coulomb
short range (s.r.)

◉ model

P channelQ channel

 b.s. w/o Coulomb⇔  scattering w/ Coulomb⇔

H. Feshbach, Annals Phys. 19 287-313 (1962).

Weinberg, S. Phys. Rev. 137, 672–678 (1965);

V. Baru,  J. Haidenbauer, C. Hanhart, 

Y. Kalashnikova, A.E. Kudryavtsev, Phys. Lett. 

B 586, 53–61 (2004);

T. Hyodo, Phys. Rev. C 90, 055208 (2014) .

W. Domcke, Atom. Mol. Phys. 16 359 (1983);  R. Higa, H.-W. Hammer, and U. van 

Kolck, Nuclear Physics A 809 (2008).  



19Coulomb+short range model

◉ effective Hamiltonian (channel eliminating)

ĤPch |P⟩ = E |P⟩

|Ψ⟩ = (
|P⟩

|Q⟩)◉ Schrödinger equation

ĤPP |P⟩ + ĤPQ |Q⟩ = E |P⟩

Ĥ |Ψ⟩ = E |Ψ⟩

ĤQQ |Q⟩ + ĤQP |P⟩ = E |Q⟩

ĤPch = ĤPP + ĤPQ(E − ĤQQ)−1ĤQP



19Coulomb+short range model

◉ effective Hamiltonian (channel eliminating)

ĤPch |P⟩ = E |P⟩

|Ψ⟩ = (
|P⟩

|Q⟩)◉ Schrödinger equation

ĤPP |P⟩ + ĤPQ |Q⟩ = E |P⟩

Ĥ |Ψ⟩ = E |Ψ⟩

ĤQQ |Q⟩ + ĤQP |P⟩ = E |Q⟩

ĤPch = ĤPP + ĤPQ(E − ĤQQ)−1ĤQP

= Ĥ0 + ̂VP = ̂VQ

 : free HamiltonianĤ0  : pure Coulomb interaction̂VP

 : short range interaction̂VQ

̂VQ
̂VP

+ĤPch = Ĥ0 + ( )



20Coulomb+short range model

◉ -matrixT

Lippmann-Schwinger eq. : ̂T = [( ̂VP + ̂VQ)−1 − Ĝ0]−1

Feshbach method : ̂T = ̂TP + ̂T res

̂TP = [ ̂V−1
P − Ĝ0]−1, ̂T res = ̂TP ̂V−1

P [ ̂V−1
Q − ĜP]−1 ̂V−1

P
̂TP

⇔

+ + . . .=TP

T res = Γ ΓS

pure Coulomb

S = + TP TP TP + . . .+

Γ + . . .++=

W. Domcke, Atom. Mol. Phys. 16 359 (1983);  

H. Feshbach, Annals Phys. 19 287-313 (1962); R. Higa, H.-W. Hammer, and U. van 

Kolck, Nuclear Physics A 809 (2008).  



21Coulomb+short range model
◉ pole condition ̂T = ̂TP + ̂T res

pole of T(k, k′ ) ⇔ pole of T res(k, k′ ) [V−1
Q − GP]−1 = ∞

S = + TP TP TP + . . .+

= (E − εd)−1, TP = F(E)

S(E) = (E − εd)−1 + (E − εd)−1F(E)S(E)

S = S(E),

⇔

= [E − εd − F(E)]−1

pole condition : E − εd − F(E) = 0

HQPGPHPQ

TP S= +

bare state energy self energy



22Coulomb+short range model
◉ self energy  in low-energy limit F(E)

- repulsive Coulomb 

- attractive Coulomb 

F(k) = −
A

2π [c +
1

2
iaBk + log(−iaBk) + ψ (1 +

i

aBk )]

F(k) =
A

2π [c −
1

2
iaBk + log(−iaBk) + ψ (1 −

i

aBk )]

 : constant with dimension of energyA
 : dimensionless constantc

W. Domcke, Atom. Mol. Phys. 16 359 (1983).  

 : digamma functionψ(x) =
d

dx
log(Γ(x))



23Coulomb+short range model
◉ pole condition in low-energy limit 

- Coulomb scattering length  and effective range  as re

as = − aB [
4π

A
εd

± 2c]
−1

, re = −
4π

AaBμ

(amplitude)−1 = −
1

as

+
re

2
k2 + /(k4) − ik + 2 log(−ik) + 2ψ (1 +

i

k ) + . . . ,

- pole condition with  and as re

−
1

as

+
re

2
k2 − ik ±

2

aB [log(−iaBk) + ψ (1 +
i

aBk )] = 0

◉ compositeness  X

X = 1 −
1

1 −
d

dE
F(E)

T. Hyodo, Phys. Rev. C 90, 055208 (2014) .

R. Higa, H.-W. Hammer, and 

U. van Kolck, Nuclear 

Physics A 809 (2008).  

self energy

H. A. Bethe, Phys. Rev. 76, 38-50 (1949).



24far from threshold (repulsive Coulomb)

a_inv

-300 -200 -100 0

Im
 k

-100

-50

0

imaginary part of eigenmomentum k as function of inverse of scattering length

Im
 k

Re k

◉ imaginary part of eigenenergy in complex momentum  planek

re/aB = − 1.0

re/aB = − 0.1

re/aB = − 10

dotted lines :1/re

- Im   k → 1/re

(a)

T. Hyodo, Phys. Rev. Lett. 111, 132002 (2013) .

trajectory close to that

 of resonance in ERE

- far from threshold in  limit1/as → − ∞



25Compositeness (repulsive Coulomb)

-  : Coulomb force dominant region±1/aB

-  : short range universal region±1/ |re |
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- compositeness of resonances  , , , 2 3 T. Kinugawa and T. Hyodo,

 arXiv:2403.12635 [hep-ph].

- all states are interpretable  no virtual states∵

- nature of bound states = nature of resonances 

  is continuous across threshold∵ X

,

2

3

- states with large  are elementary  dominant |1/as | 3

re/aB = − 10 re/aB = − 0.1
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o
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 X

 aB/as  aB/as
bound boundresonanceresonance

weak Coulomb

0

1 1

0

Compositeness (repulsive Coulomb)



27far from threshold (attractive Coulomb)
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- Im   k → 1/re

trajectory close to that

 of resonance in ERE

- same as repulsive case

- Im  of resonance polek

- far from threshold in  limit1/as → − ∞
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-  : short range universal region±1/ |re |

re/aB = − 10 re/aB = − 0.1
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virtual virtualresonanceresonance

strong Coulomb weak Coulomb

Re X

Im X

-  : Coulomb force dominant region±1/aB

- compositeness of unstable resonances are complex  X ∈ ℂ

0 0

1 1

-1-1

Compositeness (att. Coulomb resonance)
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-   non-interpretable in this region, < 0

 states are  dominant with large bare state contribution3

- but  in far-threshold region with large  , ≥ 0 |1/as |

0 0

1 1

-1-1

strong Coulomb weak Coulomb

Compositeness (att. Coulomb resonance)



30Complex compositeness

- If Im  is large, it seems that reasonable 

interpretation is impossible

X

 and X ∈ ℂ X+Z = 1
X

1

X Z

b.s.

- probabilistic interpretation?
complex  planeX

- our proposal

i) : probability of certainly finding  

ii) : probability of certainly finding  

iii) : probability of uncertain identification

, |composite⟩
3 |elementary⟩
2

complex compositeness   X ∈ ℂ ,, 2, 3

T. Berggren, Phys. Lett. B 33, 547 (1970).uncertain appears from 

- finite lifetime (uncertainty in energy)
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 characterizes uncertainty of resonance 2

- normalization :   for probabilistic interpretation, + 2 + 3 = 1

- in bound state limit : ,   and   , → X 3 → Z 2 → 0

◉ conditions for sensible interpretation

◉ new interpretation

,   ,+α2 = |X | 3+α2 = |Z |
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 reflects uncertain nature of resonancesα
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 dominant regions 

 and 

non-interpretable region

,, 2, 3

と複素の と の関係の模式図。

になる。素粒子性 と の関係も同様の考えから になる。を規格化の条件 を用いてについて解くと、

が得られる。ここで、三角不等式より の分子はだから、 の場合はどんな に対しても は常に負になり、確率として解釈できないので、以下ではのみ考える。このときでも と は負になり得るが、そのような状況についてはのちに議論する。定義 から、、つまり が大きいとき、 が大きくなることがわかる。よって、 は や の複素性を表す量とみなすことができる。ここからは、 の値によって解釈方法がどのように変わるかを考える。 との割合 と は、三角不等式よりになる。よって、 を とに当てはめると、 の上図のように、 かつ である が必ず存在する。 の分子はこの重なりの割合に対応し、それがどのくらい に反映されるかが分母の の値によって決められる。より具体的に考えると、 の場合（ の下の図）、 と 以外のは、 っぽさも っぽさも同じくらい兼ね備えていると考え、にも にも含まれる解釈になる。言い換えると、 は 以外の部分が と一致する場合である。の場合、 のときは に含まれていた の中にも、 寄りなものと寄りなものがあるとみなし、元から

複素数の複合性 と素粒子性 を用いた による状態の内部構造の解釈方法のまとめ。
X > Y,Z composite dominant

X ≥ 0 and Z ≥ 0 Z > Y,X elementary dominant

Y > X ,Z uncertain

X < 0 or Z < 0 non-interpretable

な に加え、寄りな の割合を とし、残りを とした解釈になる。同じ複素数の に対するの値は、 のときよりも小さくなる。 からわかるように、 が大きくなるに従って、 は小さくなり、 の極限で になる。そのとき、は での解釈方法に帰着する：。つまり、先行研究の の解釈方法は、本研究での解釈方法で全ての をか かに分けた場合に対応する。
の場合は、 のときはに含まれていた の中にも、に近いものがあるとし、元から とされていた に加えてそれらも に含む解釈である。同じ複素数の に対する の値は、 のときよりも大きくなる。

ここで、ある のもとで が になりえることに戻る。 のもとで はいつでも であるが、 の値によっては が になりえる。例えば、ある の値のとき になるような十分大きなを取ることができ、その場合、規格化の条件より かが負になる。このとき、 を確率として捉えることができない。よって、 となるようなを持つ状態は、 では内部構造がである。そのような状態は が大きな値をもつ場合に実現されることから、複素性が大きすぎるような状態に対応すると期待される。これらをもとに、我々は、複素性が大きい 状態を非物理的と判定する。
最後に、本研究で提案した共鳴状態の内部構造の複合性を用いた解釈方法を にまとめる。 と のどちらも で確率解釈可能な場合、 のうち一番大きな成分が支配的な内部構造であると解釈できる。一方、が の場合、状態は であり、非物理的であるとみなす。

この章では、 で議論した、 でかけるに、 で提案した本研究での複素数の複合性の解釈方法を応用する。 は閾値近傍の状態しか記述できないが、解析結果がモデル非依存であるという一般性がある。

- if ,  is always positive but  can be negativeα > 1/2 2 ,, 3

α ∼ 1.1318

Γ ≤ Re E

our criterion for physical “state”

- exclude poles which we cannot 

regard as physical “state” from 

probabilistic interpretation
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